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摘要: 给定一个平图, Jaeger 为之联系了一个有向链环,并建立了该图的 Tutte多项式和所得有向链环的 Homfly 多项
式之间的关系.这促使我们考虑其它给图联系有向链环的方式并得到类似的关系. 文中给定一个平图, 通过其中间图构
造了两种有向链环,得到了这两种有向链环的 Homfly 多项式和该图的 Tutte多项式之间的关系, 其中一个关系推广了
Jaeger的工作. 根据上述得到的两个关系, 给出了两类有向链环的 H omfly多项式.
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给定一个平图,在文献[ 1] 中, Jaeger为之联系了
一个有向链环, 并建立了该图的 T utte 多项式
[ 2]
和所
得有向链环的 Homfly多项式 [ 3, 4] 之间的关系. 在文献
[ 5] 中, Woodall研究了 2 可分图的 T ut te多项式.所
谓 2 可分图是指一个通过将一个图 G 的每条边 e =
( u, v) 都替换成一个连通图 H e 使得它与图G 的其它
部分只交于顶点 u 和 v 这样所得到的图. 以上工作促
使我们对 Homfly 多项式考虑类似的问题, 即将 G 的




G联系了两种有向链环,分别记为 D( G) 和 D n( G) , 其
中 D(G) 是通过将 G 的每条边 e 都替换成同一个拧数
为0的有向 Tang le得到的, D n ( G) 是通过将G 的每条
边 e都替换成同一个拧数为 2n的有向整 Tangle 得到
的. 我们得到了D( G)和D n( G) 的H omfly多项式和图
G的 T utte 多项式之间的关系, 其中关于 D n( G ) 的
Homfly多项式的结果推广了 Jaeger的结果[ 1] . 众所周










者分别参考文献[ 10] 和[ 11] ,不再赘述.
1 图的 Tutte多项式和链环的 Homfly
多项式
T ut te多项式是图的一个重要的不变量, 是 T ut te
在 1954年引入的[ 2] .它包含了图的许多信息: 如图的
支撑树的数目,无圈定向的数目, 图的色多项式, 图的
流多项式等等. T ut te多项式有多种等价的变体, 在文
中采用 Whitney T ut te 多项式这种变体. 图 G 的
Whitney Tut te多项式 Q[ G] ( t, z ) 可由以下递推关系
定义:
( i) 设 En 是n 个顶点的空图, n 1,则:
Q[ E n ] = t
n
(1)
( ii) 当边 e是G 的环和非环时,分别有:
Q[ G ] = (1+ z ) Q[ G - e] (2)
Q[ G ] = Q[ G - e] + Q[ G/ e] (3)
Homfly多项式是有向链环的一个不变量,是由文
献[ 3] 和[ 4] 的作者们分别独立引入的.有向链环 L 的
Homfly 多项式记为P L ( x , y , z ) ,它是次数为 0的齐次
多项式, 由下面三个条件所确定:
图 1 L+ , L- 和 L 0
Fig . 1 L+ , L- and L0
( i) 若 L 1和 L 2等价, 则P L
1
( x , y , z ) = PL
2
( x , y ,
z ) ;
( ii) 若 L 是一个平凡结,则 PL ( x , y, z ) = 1;
( iii) 若 L+ , L- 和 L 0 是图 1所示的 3个链环投影
图, 则 xP L
+
( x , y, z ) + yP L
-
( x , y , z ) + zP L
0
( x , y , z )
= 0.
Homfly 多项式是 Alexander 多项式
[ 12]
和 Jones
多项式[ 13] 的推广, 下面的一个简单性质将会用到,见
文献[ 3] . 即若 L 是L 1 和 L 2 的不交并,则:















设G 是一平图, M(G ) 是G的中间图(见文献[ 10] ) .由
于M (G) 是 4 正则平图, 将G的顶点所在的面看做黑
面,其边界按逆时针定向得到 M(G) 的一交错边定向.
现在通过 M (G) 给 G 联系上两种有向链环如下.
( i) 设 G是任意一平图, 它的中间图为 M( G) (已
按上述方法定向) ,将 G的每条边(带有中间图的 4条
边) 都做以下替换:
这样就得到有向链环 D( G) . 注意替换的 Tangle
的拧数为 0.图 2左给出了对应圈Cn的有向链环A n =
D(Cn) 的一个例子.
( ii) 类似地,将G的每条边(带有中间图的4条边)
都做以下替换 (将每条边都替换成拧数为 2n 的整
Tangle) :
这 样 就 得 到 D n ( G) . 排 叉 链 环 Bkn =
P(2n, 2n,  , 2n
k
) 就可看作是由叶图 S k (只含两个顶





引理2 设G是一平图, e是G的一条边. 则边 e是
环和非环时分别有:
PD ( G) =
y
2
+ xy - z
2
x z
P D( G- e) ,
PD ( G) =
z
y






P D( G/ e) .
证明 由Homfly多项式的定义和式(4) ,可以得
到(为书写简单,用图式代替相应的 Homfly 多项式)
( i) 若 e是环,则:
( ii) 若 e不是环,则:





















( G- e) ,
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图 2 A 6 = D(C6 ) 和 B32 = P( 4, 4, 4)
F ig . 2 A 6 = D( C6 ) and B32 = P (4, 4, 4)
PD
n
( G) = -
z
x + y












P Dn ( G/ e) .














( G- e) (5)
PD
n










( G- e) (6)
PDn ( G) : e( 2n- 4) = -
y
x
P Dn ( G) : e( 2n- 6) -
z
x



















这里 D n( G) : e(2k) 是将边 e 替换为拧数为 2k 的整
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( G- e) .














( G- e) (9)
PD
n










( G- e) ( 10)
PD n( G) : e( 2n- 4) = -
y
x
P D n( G) : e( 2n- 6) -
z
x
P Dn ( G- e) ( 11)
 
PD n( G) : e( 2) = (-
y
x
) PDn ( G/ e) -
z
x
P D n( G- e) ( 12)
将式(10) 两边乘上 - y
x
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P D n( G/ e) .
定理 1 设 G 是一平图,则:
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证明 对G 的边数用数学归纳法.若 G = En ,则
D(G) 为 n个平凡链环的不交并,根据H omfly 多项式
的定义和式(4) ,有 P D( E
n
































因此 G = En时定理成立. 若E( G) # ,设 e是G
的一条边,则:
( i) 若 e是环, 由归纳假设,有:
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P D ( G- e) =
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2
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( ii) 若 e不是环,由归纳假设, 有:
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QG- e(




























| E( G/ e) | ∀
QG/ e(
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由引理 2和式(3) , 得:
PD ( G) ( x , y , z ) =
z
y
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定理 2 设 G 是一平图,则:
PD
n




















注 2 n = 1时, 定理 2就退化为文献[ 1] 的命题
1.
4 有向链环 An和Bkn的Homfly多项式
许多图类的 T ut te多项式是已知的 [ 10, 15] , 那么由
定理 1和 2, 就能得到相应链环类的 Homfly 多项式,
现在举两个例子.
例 1 有向链环 A n = D( Cn ) 的 Homfly 多项式
圈 Cn 的Whitney Tut te多项式为QC
n
( t , z ) = - 1
+ tz + (1 + t)
n
.由定理 1,有:




























叶图 Sk 的 Whitney T utte 多项式为 QS
k
( t, z ) =
t
z
(- 1 + tz + ( 1+ z )
k
) .由定理 2,有:
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PBk
n
( x , y , z ) =
1
k+ 1 [ (
2
- 1) (1 - n) k +
(1 + ( 2 - 1) n) k ] (14)
令 x = t- 1 , y = - t和 z = t- 1/ 2 - t 1/ 2 ,得到 Bkn的
Jones多项式 V Bkn ( t) 为:







k+ 1 [ ( t + 1 + t
- 1
) ∀
(1 - t2n) k + (1+ ( t + 1 + t- 1) t2n) k ] (15)
文献[ 7- 9] 研究了排叉链环的 Jones多项式的计
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Homfly Polynomials of Two Kinds of Oriented Links
Based on Plane Graphs
JIN Xian an
( Schoo l of M ahtemat ical Science, Xiamen Univer sity, Xiamen 361005, China)
Abstract: Given a g raph, Jaeger asso cat ed it with an or iented link, established a relation between T utte po lynomial of the gr aph
and Homfly polynomia l of the assocated or iented link. I nspired by his wo rk, in this paper the author associates a plane gr aph with an
o ther tw o or iented links and establishes tw o r elations between the Tut te po lynomial o f this g raph and the Homfly po lynomial o f the
co rr esponding o riented link, one of w hich generalizes Jaeger's r esult. Based on these r elations, the H omfly polynomials fo r tw o fami
lies of o riented links are obtained.
Key words: H omfly polynomial; T utte polynomial; relat ion
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